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Riassunto 

Il presente lavoro riguarda l' ottimizzazione e la gestione dinamica di un 
portafoglio azionario basato sul mercato finanziario italiano. La tecnica di 
ottimizzazione, entro uno schema Media-Varianza, si basa su previsioni della 
distribuzione dei rendimenti ottenute mediante Simulazione stocastica filtrata dei 
rendimenti previsti. Il filtraggio del segnale avviene mediante wavelet 
Jecomposition. La serie storica dei rendimenti viene scomposta in due componenti: 
una parte che ne costituisce il trencl e una parte di ·rumore· derivante da altri 
fattori. A partire dai segnali decomposti viene proposto un meccanismo di 
ricostruzione della distribuzione dei rendimenti previsti sulla quale ci si basa per 
cnstruire una frontiera efficiente all'interno della quale viene scelto il portafoglio 
ottimale. Un sistema automatico di decisione propone. acl ogni monitoraggio. un 
meccanismo di clisinvestimento/reinvestimento tenendo conto delle spese e dei 
guadagni previsti nell'attività. Il sistema è stato poi utilizzato in una simulazione 
per l'anno 1999 ottenendo una performance del 507c ponendosi nella fascia alta dei 
Fondi Azionari Italiani. 
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l - Introduzione 

L 'obiettivo del lavoro è quello di implementare un sistema automatico per guidare 
l'ottimizzazione di un portafoglio azionario. Nel caso studiato si considera un portafoglio 
composto da azioni della Borsa italiana (si utilizzano 20 tra i titoli a maggiore capitalizzazione 
di borsa). L'arco temporale su cui vengono calibrati gli investimenti è un anno con monitoraggi, 
ed eventuali movimenti, mensili. L'ottica è quella di un gestore professionale (Fondi Azionari 
ltaliani). 
Nel secondo capitolo presentiamo in dettaglio l'utilizzo della Wavelet Analysis, una 
metodologia innovativa di analisi dei segnali, applicata alle serie storiche finanziarie. A 
differenza dell'analisi di Fourier, la Wavelet Analysis permette di analizzare un segnale senza 
perdere le informazioni sul tempo quali ad esempio trend e cambiamenti repentini, che 
costituiscono la parte più importante del segnale. 
Nel terzo capitolo, con l'utilizzo delle Wavelet e seguendo il modello Media-Varianza di 
Markowitz. viene proposto un approccio innovativo ali' ottimizzazione di un portafoglio 
azionario. Il segnale (i rendimenti dei singoli titoli) viene decomposto in due componenti: una 
parte che ne costituisce il trend (segnale depurato) e una parte di 'rumore' derivante da altri 
fattori (dettaglio). A partire dai segnali decomposti viene proposto un meccanismo di 
ricostruzione della distribuzione dei rendimenti previsti sulla quale ci si basa per costruire una 
frontiera efficiente a un mese, all'interno della quale viene scelto il portafoglio ottimale. Ogni 
20 giorni (un mese di Borsa) si effettua il monitoraggio dell'investimento, viene rideterminato 
un nuovo portafoglio ottimale e confrontato con il portafoglio attuale. Un sistema automatico di 
decisione propone un meccanismo di disinvestimento/reinvestimento tenendo conto delle spese 
e dei guadagni previsti nell'attività. 
Il sistema di allocazione automatica è stato poi utilizzato in una simulazione di investimento per 
l'anno 1999 (ex-ante, cioè senza far mai vedere i dati al sistema) ottenendo un rendimento 
medio ciel 50,47%. I principali Fondi Azionari Italiani hanno ottenuto una performance media 
de! 28.389'r e solamente pochissimi fondi hanno ottenuto risultati superiori alla simulazione. 
Inoltre i gestori professionali operano sull'intero listino del mercato azionario mentre la nostra 
simulazione è limitata a 20 titoli. I test effettuati hanno mostrato risultati molto interessanti. 
Inoltre il modello può essere ulteriormente migliorato calibrando alcuni fattori (effetti di bordo). 
Questo porterebbe ad un miglioramento delle previsioni con conseguente aumento della 
performance del portafoglio. 



2- Wavelet 

Tutte le cose che ci circondano sono segnali che possono essere analizzati. Scosse sismiche, 
voci umane, vibrazioni, dati finanziari, musica e tanti altri tipi di segnali possono essere 
codificati, ripuliti, semplificati e modellati in modo efficiente. Le Wavelet [CHU92b] [DAU92] 
[KAI94] sono un insieme di tecniche nuove e promettenti per poterlo fare. 

2.1 -L'analisi di Fourier 

Gli esperti eli analisi dei segnali hanno già a loro disposizione una gran quantità di strumenti. 
Probabilmente il più conosciuto è l'analisi di Fourier [KAH95], che scompone un segnale in 
sinusoicli di diverse frequenze. Un altro modo di vedere l'analisi di Fourier, è di considerarla 
una tecnica matematica per trasformare un segnale da un dominio definito sul tempo ad uno 
definito sulla frequenza (Figura l). 
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Figura l: a sinistra il segnale originale e a destra la trasformata di Fourier. 

Per molti segnali l'analisi di Fourier è utile in quanto la frequenza è di grande importanza. 
Perché quindi abbiamo bisogno di un'altra tecnica come le Wavelet? 
L· analisi eli Fourier ha un grosso inconveniente. Nel trasformare il segnale in un dominio di 
frequenza, le informazioni sul tempo vengono perdute. Quando guardiamo una trasformata di 
Fourier è impossibile dire quando è accaduto un determinato evento. Se il segnale non varia 
molto nel tempo (segnale di tipo stazionario) questo inconveniente è di scarsa rilevanza. Invece 
molti segnali interessanti contengono caratteristiche transitorie (non stazionarie): tendenze, 
cambiamenti repentini, inizio e fine di un evento. Spesso queste caratteristiche sono la parte più 
importante del segnale e l'analisi di Fourier non è adatta ad individuarle. 
Tentando di correggere questa mancanza, Dennis Gabor ( 1946) adattò la trasformazione di 
Fourier per analizzare solo una piccola sezione del segnale alla volta, (windowing). 
L'adattamento di Gabor, chiamato "Sh01t-Time Fourier Transform" 1 (STFT), definisce un 
segnale in una funzione a due variabili nel tempo e nella frequenza (Figura 2). 
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figura 2: Short-Timc Fourier Transform. A sinistra il segnale originale, di cui ne viene presa solo una 
piccola parte (windowing). A destra la trasformata. basata su tempo e frequenza. 

La STFT rappresenta un compromesso tra un'approssimazione del segnale basata sul tempo e 
una basata sulla frequenza. Fornisce alcune informazioni su quando e a quale frequenza un 
evento del segnale accade. Comunque si può solo ottenere queste informazioni con una 

1 Traduzione personale: "Trasformata di Fourier su bre,-i intervalli". 
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preclSlone limitata, determinata dali' ampiezza della finestra. Il compromesso della STFT tra 
tempo e frequenza può essere utile ma il lato negativo è che una volta scelta la misura della 
finestra temporale, la finestra è la stessa per tutte le frequenze. Molti segnali richiedono un 
approccio più flessibile, dove possiamo variare l'ampiezza della finestra per determinare più 
accuratamente sia il tempo sia la frequenza. 

2.2- Wavelet Analysis (WA) 

La Wavelet Analysis (analisi con le Wavelet) rappresenta il passo logico successivo: una tecnica 
di windowing con regioni a dimensioni variabili [CHU92a] [ANT95]. La W A permette 
l'utilizzo di intervalli di tempo molto lunghi dove vogliamo informazioni più precise a bassa 
frequenza (low frequency), e regioni più corte dove vogliamo informazioni sulle alte frequenze 
(high frequency). In (Figura 3) abbiamo un confronto visivo delle differenti metodologie . 
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Figura 3: Confronto visivo tra i diversi tipi di analisi e le relative scale di misurazione. 

Si può notare che la Wavelet Analysis non utilizza una "time-frequency region" ma invece una 
"time-scale region". Uno dei maggiori vantaggi delle Wavelet, è la capacità di fare analisi 
locali. per analizzare un'area particolare di una segnale più esteso. Consideriamo una sinusoide 
con una piccola discontinuità, così sottile da essere quasi invisibile. Un segnale di questo tipo 
può essere facilmente generato nella realtà, ad esempio da una fluttuazione di potenza. 
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tliccola discontinuità 

Un grafico dei coefficienti di Fourier di questo segnale non mostrerebbe niente di interessante: 
uno spettro piatto con due picchi che rappresentano una singola frequenza. Il grafico dei 



"Wavelet coefficients" mostra chiaramente il momento temporale preciso della discontinuità 

(Figura 4). 
Figura 4: A sinistra i coefficienti di Fourier in cui non viene rilevato il momento della discontinuità. A 

destra quelli delle Wavelet in cui è possibile notare il momento preciso. 

La Wavefet Analysis è in grado di rivelare aspetti dei dati che altre tecniche di analisi dei 
segnali perdono: i trend, punti di rottura e discontinuità [CMW92]. Inoltre, dato che offre una 
visione dei dati differente rispetto alle tecniche tradizionali, la W A spesso può comprimere un 
segnale o depurarlo dal rumore senza degradazioni apprezzabili. Nella loro breve storia di 
analisi dei segnali, le Wavelet hanno già dimostrato di essere uno strumento indispensabile da 
aggiungere a quelli già a disposizione degli analisti, e a tutt'c __::i continuano a riscuotere una 
grossa popolarità [MEY93] [MIS93b]. 
Una Wavelet è una forma d'onda la cui estensione temporale è limitata e a media zero. 
Confrontiamo le Wavelet con la sinusoide che è alla base de il' analisi di Fourier. Le sinusoidi 
non hanno durata limitata, si estendono da meno infinito a più infinito, e dove i sinusoidi 
tendono ad essere arrotondati e prevedibili, le Wavelet sono irregolari e asimmetriche (Figura 
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Sì. 
Figura 5: a sinistra la sinusoide arrotondata e a destra la Wavelet, irregolare e asimmetrica. 

L'analisi di Fourier consiste nello scomporre un segnale in sinusoidi di varie frequenze. In 
modo similare, la Wavelet Analysis consiste nello scomporre un segnale in versioni spostate e 
scalate ("shifted and scaled") della Wavelet originale (madre). Anche solamente osservando le 
immagini a confromo della Wavelet e della sinusoide, si può intuire che segnali con 
cambiamenti repentini possono essere analizzati meglio con una Wavelet irregolare piuttosto 
che con una morbida sinusoide. 
Fino ad ora abbiamo parlato di dati ad una sola dimensione, che comprendono molti dei segnali 
più comuni [COH92]. Comunque la W A può essere applicata a dati a due dimensioni come le 
immagini [DEV92] e in linea di principio anche a dati a più di due dimensioni. Il Wavelet 
Toolbox di Matlab [MIS96] è in grado di effettuare analisi solamente su dati ad una o due 
dimensioni. 
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2.3- The Continuos Wavelet Transform (CWT) 

Matematicamente il procedimento dell'analisi di Fourier è rappresentato dalla trasformata di 
Fourier 

F(w) = Jf(t)e-jwr dt (2.1) 

che è la somma estesa a tutto il dominio dei tempi del segnale f ( t ), moltiplicato per un 
esponenziale complesso (che può essere diviso in una componente reale e una immaginaria). Il 
risultato della trasformata sono i coefficienti di Fourier F ( w ), che moltiplicati per una 
sinusoide di frequenza appropriata w, rappresentano le componenti sinusoidali del segnale 
originale. Graficamente il processo può essere descritto come segue: 

FOURJER 

------. 
TRASFORM 

/\ i\ /\ /\ 
l \ ... / \) \\,/1 \,,) 

SinusoicH cii cfi\ler:::e frequenze 

In modo analogo la CWT è definita come la somma estesa a tutL :1 dominio dei tempi del 
segnale, moltiplicato per la Wavelet originale \lf, definita a meno di un fattore di scala e di fase: 

C(scale, position) = J f(t)y(scale, position, t)dt (2.2) 

II risultato della CWT sono tanti Wavelet Coefficients "C", che sono in funzione dello "scaling" 
e dello "shifting". Moltiplicando ogni coefficiente per l'appropriata Wavelet spostata e scalata, 
otteniamo le Wavelet che costituiscono il segnale originale [MIS93a]. 

::::eqnale 

Scaling 

WAVELET ---... 
TRASFORM 

\IVavelet di cJi··ier:::a scala e posizione 

Abbiamo già accennato al fatto che la W A produce una visiOne "time-scale" del segnale. 
Utilizziamo un fattore di scala denominato "a". Più il coefficiente sarà piccolo e più la Wavelet 
sarà compressa. Il fattore di scala è correlato alla frequenza del segnale. 
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Figura 6: Scaling. Una Wavelet moltiplicata per fattori di scala "a" differenti. 
Shifting 
Spostare una Wavelet ("shifting") significa semplicemente ritardare (o anticipare) la sua 
attivazione (Figura 7). Matematicamente ritardare di un termine k una funzione! (t), è dato daf 

'i l'Il. ; 1 

} 

Wavelet function Shifted Wavelet function 

( t- k): 
Figura 7: Shifting. Versioni ritardate o anticipate della stessa Wavelet. 

Procedimento per la Continuos Wavelet Transform 
La CWT è definita come la somma estesa a tutto il dominio dei tempi del segnale, moltiplicato 
per la Wavelet originale \jf, definita a meno di un fattore di scala e di fase. Questo processo 
produce i "Wavelet coefficients" che sono in funzione della scala e della posizione. E' un 
processo molto semplice scomponibile in 5 punti: 
prendiamo una Wavelet e la confrontiamo con una sezione all'inizio del segnale 
calcoliamo un numero C, che rappresenta quanto strettamente sia correlata la Wavelet a questa 
porzione del segnale (Figura 8). Più alto è C, maggiore è la somiglianza. Il risultato dipenderà 
dal tipo di Wavelet utilizzata: 
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Figura 8: confrontiamo la Wavclet con la prima parte del segnale e calcoliamo il coefficiente. 

l) Spostiamo la Wavelet verso destra e ripetiamo passi l e 2 fino a quando non abbiamo 
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coperto l'intero segnale (Figura 9). 
Figura 9: Spostiamo la Wavelet (shifting) in modo da confrontarla con le altre sezioni del segnale 

originale 
2) Allunghiamo la Wavelet (Figura l O) utilizzando un fattore di scala (scaling) e ripetiamo i 

passi dall'l al 3: 

. . . . . . 
Segnale :··' . . . . . . . 
Wavelet : . . . . 

C=0.2247 

Figura IO: Allunghiamo la Wavelet (stretching). 

3) Ripetiamo i passi dall'I al 4 per tutti i fattori di scala. 

Alla fine otteniamo i coefficienti relativi alle diverse scale e alle diverse porzioni del segnale. I 
coefficienti costituiscono i risultati di una regressione del segnale originale sulla Wavelet. 
Possiamo rappresentare i coefficienti su di una superficie in rilievo (Figura l I). 

Figura Il: Il grafico a rilievo mostra visivamente i valori dei coefficienti in base alla scala e alla 
frequenza 

I coefficienti della CWT sono appunto la visione "time-scale" del segnale a cui abbiamo 
accennato precedentemente. E' una visione differente rispetto a quella "time-freguency" di 
Fourier ma non senza correlazioni. 

Scala e frequenza 
I fattori di scala variano molto. Più sono grandi più la Wavelet è stata allungata (stretched). Più 
è allungata la Wavelet, maggiore è la porzione del segnale con cui viene confrontata e le 
caratteristiche del segnale saranno definite in maniera meno fine. 

----, .. Segnale 

Wavelet 

LOV SCALE HIGH SCALE 
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Figura 12: relazione tra fattori di scala utilizzati (scaling) e caratteristiche del segnale analizzate. 
C'è quindi una relazione (Figura 12) tra il fattore di scala delle Wavelet e la frequenza: 

T Basso fattore di scala a= Wavelet compressa= struttura molto dettagliata= Alta frequenza 
CD. 

T Alto fattore di scala a= Wavelet allungata= cambiamenti lenti, caratteristiche grossolane= 
Bassa frequenza co. 

E' importante capire che il fatto che la Wavelet Analysis non produce una VISione "time
frequency" non è una debolezza, bensì uno dei punti di forza di questa tecnica. Non solo 
introduce un nuovo metodo di analisi dei dati, ma è il modo più naturale di analizzare i dati 
relativi a gran parte dei fenomeni naturali. 

Continuos or Discrete Analysis 
Ogni analisi di un segnale fatta con l'utilizzo di un computer utilizzando dati reali, deve essere 
effettuata su un segnale discreto, ovvero su un segnale che è stato misurato ad intervalli di 
tempo dis_creti. Bisogna ricordare che la Continuos Wavelet Transform opera anche su tempi 
discreti. L'elemento che distingue la CWT dalla Discrete Wavelet Transform (DWT) è la scala 
su cui operano. A differenza della DWT, la CWT può operare ad ogni fattore eli scala, da quella 
del segnale originale fino alla massima scala eli cui avete bisogno per analizzare il segnale 
vincolata solamente dalla potenza eli calcolo del computer [WIC94]. La CWT è continua anche 
in termini eli spostamenti: durante il procedimento la Wavelet viene spostata lentamente su tutto 
il dominio (Figura l 3). 

l i 
\._/ 

Figura 13: CWT. Spostamento lento e continuo della Wavelet su tutto i l segnale 

2.4- The Discrete Wavelet Transform (DWT) 

Calcolare i coefficienti Wavelet a tutti i possibili livelli eli scala richiede un grossissimo lavoro e 
produce una grossa quantità eli dati. Possiamo limitare l'analisi a solo alcune delle possibili 
scale e posizioni su cui effettuare i calcoli. Ne risulta che se scegliamo i fattori eli scala e le 
posizioni basandoci su potenze eli due ( cliaclica), la nostra analisi sarà molto più efficiente e 
altrettanto accurata. Otteniamo questo tipo eli analisi dalla Discrete Wavelet Transform (DWT). 
Un sistema efficiente per implementare questo tipo di schema utilizzando dei filtri, è stato 
sviluppato nel 1988 da Mallat [MAL89]. L'algoritmo di Mallat è, infatti, un classico schema 
conosciuto tra gli esperti di analisi dei segnali come "two-channel subband coder". Questo è un 
filtro molto pratico e produce una veloce trasformazione Wavelet restituendo rapidamente i 
coefficienti relativi al segnale [CDJ93]. Esaminiamolo in dettaglio. 

Filtro ad uno stadio. 
Per molti segnali la parte a bassa frequenza è quella più importante. E' quella che da al segnale 
la sua identità. La parte ad alta frequenza conferisce 'sapore' o sfumature. Consideriamo la voce 
umana: se togliamo la componente ad alta frequenza, la voce sembra differente, ma possiamo 
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comunque capire cosa viene detto. Invece se rimuoviamo una parte consistente delle 
componenti a bassa frequenza sentiamo un suono incomprensibile. Per questo motivo 
nell'analisi Wavelet si parla spesso di approssimazione e dettaglio. Le approssimazioni sono la 
scala alta, componenti a bassa frequenza del segnale. Il dettaglio è la scala bassa, componenti ad 
alta frequenza. Il processo, al suo livello più semplice, può essere osservato nello schema 
sottostante (Figura 14 ). 

\ FILTRI 

p3:3:33-l)3:3:30 pas:oa-alto 

Figura 14: un semplice esempio di un filtro ad un solo ~Ladio. 

TI segnale originale S, passa attraverso due filtri complementari e ne esce diviso in due segnali: 
approssimazione A e dettaglio D. 

Multilevel decomposition. 
Il processo di decomposizione può essere reiterato, decomponendo le successive 
approssimazioni in modo da scompone il segnale in più componenti a bassa risoluzione. Questo 
è chiamato "albero di decomposizione Wavelet" (Figura 15). 

Figura 15: decomposizione multi! i vello. L'approssimazione derivante dalla prima decomposizione viene 
decomposta a sua volta. 



Dalla semplice osservazione dello schema della decomposizione SI possono ottenere 
informazioni interessanti (Figura 16). 
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Figura 16: albero di decomposizione Wavelet. In questo esempio vengono mostrate le approssimazioni e i 
dettagli di una decomposizione su 3 livelli. 

Numero di livelli 
Un'analisi di tipo reiterato può in teoria continuare all'infinito. In realtà la decomposizione può 
continuare fino a quando il dettaglio è costituito da un singolo punto o pixel. In pratica 
sceglieremo un numero di livelli adatto alla natura del segnale o un criterio idoneo ad 
inclividualo come ad esempio uno basato sul contenuto entropico della decomposizione 
[COW92]. 

2.5 - Wavelet Reconstruction 

Abbiamo osservato come la DWT può essere utilizzata per analizzare o decomporre segnali e 
immagini. L'altra metà della metodologia è come questi componenti possono essere ricomposti 
nel segnale originale senza alcuna perdita di informazioni. II processo in esame è chiamato 
ricostruzione o sintesi. II processo matematico utilizzato nella sintesi si chiama Inverse Discrete 
Wavelet Transform (IDWT). E' possibile effettuare la ricostruzione di un segnale scomposto ad 
un solo livello o a più livelli, sia per segnali ad una dimensione che per quelli a due dimensioni. 

Filtri di ricostruzione 
L'utilizzo dei filtri è molto importante nel processo in quanto la scelta del filtro di ricostruzione 
del segnale è una delle parti cruciali per ottenere una corretta ricostruzione del segnale. Una 
discussione approfondita su come modellare tali filtri può essere trovata in [STR96]. I filtri di 
decomposizione passa-basso e passa-alto (L e H), insieme con i rispettivi filtri di ricostruzione 
(L'e H'), formano un sistema chiamato "quadrature mirror filter". 
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Decomposition Reconstruction 

Figura 17: quadrature mirror filter. A sinistra la parte relativa alla decomposizione del segnale. A destra la 
parte relativa alla ricostruzione del segnale 

Oltre a poter ricostruire il nostro segnale originale dai coefficienti dell'approssimazione e del 
dettaglio. è possibile anche ricostruire l'approssimazione e il dettaglio dai loro coefficienti 
vettoriali. L'approssimazione e il dettaglio così ricostruiti, danno il segnale originale se 
riaggregatì. 

Relazione tra filtri e Wavelet 
Precedentemente abbiamo spiegato l'importanza della scelta del filtro per una corretta 
ricostruzione del segnale. Infatti la scelta del filtro non incide solamente sulla possibilità di una 
perfetta ricostruzione. ma determina anche la forma della Wavelet da utilizzare nell'analisi. A 
volte per costruire una Wavelet si parte disegnando una forma d'onda. E' più sensato però 
delineare un "quaclrature mirror filter" e usarlo per creare una Wavelet appropriata. 
Questa relazione ha profonde implicazioni. Significa che non possiamo scegliere una forma di 
Wavelet qualunque e fare l'analisi se vogliamo essere in grado eli ricostmire il segnale. Siamo 
obbligati a sceglierne una determinata del "quaclrature mirror filter". 

The scaling function 
Abbiamo esaminato le correlazioni tra Wavelet e "quadrature min·or filter". La Wavelet \jf è 
determinata dal filtro passa-alto, che nella decomposizione, produce anche il dettaglio. 
Esiste un'altra funzione associata ad alcune Wavelet ma non a tutte. E' chiamata "scaling 
function" <j), ed è molto simile alla "Wavelet function". E' determinata dal filtro passa-basso e 
quindi associata nella decomposizione alle approssimazioni. 

Multistep clecomposition ancl reconstruction 
fl processo d'analisi e ricostruzione su più livelli, può essere illustrato graficamente dalla figura 
seguente (Figura I 8). 
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Figura 18. Analisi c decomposizione su più livelli. A sinistra la fase dell'analisi su due livelli e a destra la 
fase di ricostruzione del segnale. 
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Questo processo comprende tre aspetti. Scomporre il segnale per ottenere i coefficienti della 
Wavelet, modificare i coefficienti e infine ricostruire il segnale dai coefficienti. Ovviamente non 
ha nessun senso scomporre un segnale per ricomporlo subito dopo. Utilizziamo questo tipo 
d'analisi in quanto i coefficienti sono necessari per depurare il segnale e comprimerlo. L'analisi 
Wavelet è un campo nuovo ed emergente. Sicuramente emergeranno molti nuovi possibili 
utilizzi dei coefficienti. Il Wavelet Toolbox di Matlab può essere un mezzo per esplorarne le 
possibili applicazioni [MER93]. 

2.6 - Storia delle Wavelet 

Da un punto di vista storico, l'analisi Wavelet è un metodo nuovo, anche se i suoi fondamenti 
matematici risalgono al lavoro di Joseph Fourier nel diciannovesimo secolo. Fourier ne ha 
costruito le fondamenta con la sua teoria di analisi della frequenza, che si è dimostrata 
enormemente importante e autorevole. L'attenzione dei ricercatori si spostò gradualmente da 
un'analisi basata sulle frequenze ad un'analisi basata su fattori di scala, quando diventò chiaro 
che un approccio che misura le fluttuazioni medie a scale differenti poteva essere poco sensibile 
ai disturbi. 
La prima -volta che venne citato il termine "Wavelet" fu nel 1909 in una tesi di Alfred Haar. Il 
concetto di Wavelet nella sua attuale teoria fu proposto per primo da Jean Morlet e dal gruppo al 
Centro Fisico Teorico di Marsiglia che lavorava sotto la guida di Alex Grossman. Il metodo di 
analisi delle Wavelet è stato sviluppato principalmente da Y.Meyer e dai suoi colleghi, che ne 
hanno assicurato la diffusione. L'algoritmo principale risale al lavoro di Stephane Mallet nel 
1988. Da allora la ricerca sulle Wavelet è diventata internazic ·1e. Ad oggi è particolarmente 
attiva negli Stati Uniti, capeggiata da scienziati del calibro di Ingrid Daubechies, Ronald 
Coifman e Victor Wickerhauser. 

2. 7 - Introduzione alle diverse famiglie di Wavelet 

Molte delle famiglie di Wavelet [LEM90] [MEY90] che hanno dimostrato di essere 
particolarmente utili sono implementate del Wavelet Toolbox di Matlab. Esaminiamo 
velocemente i principi fondamentali di ognuna e le loro forme (Figura 19). 
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Figura 19: diverse Lipologie di Wavelet. Dall'altro verso il basso abbiamo: Haar, db2, db4, dbiO, Coif3, 
Sym4, Morlet, Mexican hat, Meyer. 
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Haar: ogni possibile discussione sulle Wavelet deve iniziare dalla Haar, la prima e la più 
semplice. E' discontinua e riproduce una funzione a gradino. Rappresenta la stessa Wavelet 
della clb l. 
Daubechies: Ingricl Debauchies, una delle persone più importanti nel campo delle Wavelet, 
inventò le Wavelet ortonormali definite su un supporto compatto [CDF92], permettendo la 
Discrete Wavelet Analysis. Il nome delle Wavelet della famiglia Daubechies è scritto clbN, dove 
N indica l'ordine. Come precedentemente eletto la clb l coni sponde alla Haar. 
Biortogonali: le Wavelet eli questa famiglia sono caratterizzate da una fase lineare, necessaria 
per la ricostruzione di segnali ed immagini. Usando due diverse Wavelet, una per la 
decomposizione e una per la ricostruzione invece di una sola, ne derivano interessanti proprietà. 
Coitlets: costruite da I.Daubechies su richiesta di R. Coifman, queste Wavelet hanno 2N 
momenti uguali a zero e la funzione di scala ha 2N-I momenti uguali a zero. Le due funzioni 
hanno un supporto di lunghezza 6N-l. 
Symlets: le symlets sono Wavelet quasi simmetriche proposte da I.Daubechies come variante 
della famiglia dbN. Le proprietà dei due tipi di Wavelet sono simili. 
Morlet: questa Wavelet non ha fattori di scala ma la forma è abbastanza esplicita come si può 
vedere da~ grafici (figura 19). 
Mexican hat: non ha fattore di scala ed è derivata da una funzione proporzionale alla derivata 
seconda della funzione eli densità di probabilità Gaussiana. 
Meyer: La Wavelet eli Meyer e la funzione eli scala sono definite nel dominio della frequenza. 

2.8 - Depurare un segnale 

Utilizzando la Wavelet Analysis è possibile depurare un segnale dal "rumore" (cle-noising), 
scomponenclolo in approssimazione e dettaglio. Il numero eli livelli della decomposizione dovrà 
essere scelto in base al tipo eli segnale e alle sue caratteristiche. In questo esempio (Figura 20) 
effettueremo una decomposizione su 5 livelli di una serie storica finanziaria utilizzando come 
Wavelet la Coif3. 
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Figura 20: Decomposizione su 5 livelli di una serie storica finanziaria utilizzando la Coif3. 



Il riquadro in alto a sinistra, rappresenta il segnale originale (S) che in questo esempio e dato 
dalla serie storica del Mibtel. Sotto abbiamo le approssimazioni ai cinque livelli di analisi. La 
prima approssimazione (al) è ancora abbastanza grezza ma reiterando l'analisi alla fine 
otteniamo un segnale depurato da ogni mmore (a5). Quest'ultima approssimazione (a5) 
evidenzia anche il reale trend della serie storica. 
Nella parte destra della Figura 21 abbiamo i dettagli relativi ai 5 livelli di decomposizione (di 
d2 d3 d4 d5) che rappresentano il "noise". E' importante analizzare visivamente e 
numericamente i dettagli per assicurarsi di aver depurato il segnale solo dal mmore e non aver 
tolto componenti significative. Nel nostro esempio (Figura 20) si può notare che i vari livelli di 
dettaglio hanno approssimativamente la stessa scala e sono di 3 ordini di grandezza inferiori al 
segnale originale. A dimostrazione eseguiamo il test di normalità sull'enore relativo e vediamo 
che rientrano pienamente nella normalità (Figura 21 ). 
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Figura 21: test di normalità sull'errore relativo. La striscia rappresenta gli errori, tutti vicinissimi alla 
linea che ne indica il grado di normalità. 

Possiamo considerare il segnale origina come la somma dell'approssimazione di so livello (a5) 
e di tutti i livelli di dettaglio: S=a5+dl+d2+d3+d4+d5. 
Nel riquadro superiore della Figura 22 possiamo vedere il confronto tra il segnale originale (S), 
con andamento frastagliato, e la sua approssimazione (a5), più regolare. Come si può vedere 
l'approssimazione ha un andamento più morbido e meno frastagliato rispetto al segnale. Nel 
riquadro inferiore, abbiamo la somma degli errori relativi. 
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Figura 22: Nella parte superiore abbiamo un confronto visivo tra il segnale Se l'approssimazione a5. 
Nella parte inferiore abbiamo l'andamento dell'errore relativo. 
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3 - Wavelet Simulation 

In questo capitolo viene proposta una metodologia per costruire delle simulazioni storiche di 
scenario mediante una tecnica di filtraggio basata sulla Wavelet Decomposition. 

3.1 - Simulazione storica di scenario mediante filtraggio basato sulla Wavelet 
Decomposition: Wavelet Simulation 

Nel capitolo precedente è stato mostrato come il filtraggio mediante Wavelet Decomposition 
permette di separare le componenti di un segnale t-dependent su una scala discreta di pseudo
frequenze. Una opportuna ricomposizione parziale delle componenti principali può consentire di 
ottenere una separazione del segnale su base fenomenologica, riuscendo a distinguere effetti 
additivi generati da sorgenti differenti. Un esempio è fornito dalla decomposizione del segnale 
costituito dal prezzo di chiusura del Mibtel (Figura 23). 

_, 
x 10 

1 5~ 

Mibtel- Selie ston·ca 

----~· -----~~~--·-----
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 

Figura 23: Mibtel, serie storica del prezzo di chiusura dal 1/1/1992 al 13/511999. 

La Wavelet Decomposition su 5 livelli di approssimazione/dettaglio (riportata in figura 24) 
mette in evidenza una doppia sorgente: quella associata al livello a5 e una sorgente di natura 
complessa che genera le strutture d l, d2, d3, d4 e d5 . 
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Figura 24: decompostone del Mibtel su 5 livelli (vedi paragrafo3). 



In figura 25 sono mostrati i segnali associati alle due sorgenti e confrontati con il segnale 
originale. La natura dei due segnali può essere attribuita a una componente strutturale, s(t), e a 
una componente stocastica eteroschedastica, n(t). Nel caso dell'indice Mibtel la componente 
strutturale può essere identificata come il valore di mercato del!' indice a cm s1 somma una 
componente di rumore ('rzoise') generata dalle micro-oscillazioni. 

:3e!]nale e appros:;imazione a confronto 

2.5 

2 

].~, 

200 40[1 8[1[1 IDDD 12DD 14DD 18[1[1 

l} l ~---,-----,------,-----,----,---,---,----,-----,---=< 

-1} l t:::...._ __ L_ __ .L_ __ ....J._ __ _L_ __ _j_ __ _L. __ __L __ --L __ --l_;;l 

2[1[1 40[1 SCIO lODO 12DD 140[1 ltUI li:IOO 

Figura 25: nel riquadro superiore abbiamo la serie storica e l'approssimazione di 5° livello. Nel riquadro 
inferiore abbiamo l'errore relativo. 

A partire da tali considerazioni qui si propone una metodologia per ottenere una distribuzione 
ciel valore previsto del segnale (il valore di un titolo finanziario o qualunque altra funzione t
depenclent) a un tempo t+'t nel caso in cui la componente stocastica possa essere separata da 
quella strutturale. 

Sia p(t) un segnale dipendente dal tempo separabile in una componente strutturale 
deterministica, s(t), e una componente stocastica, n(t) - n(-): 

p( t )=s( t)+n( t) (3.1) 

qui n(t) identifica una realizzazione da n<(-). 
La componente strutturale, s(t }, sebbene di natura deterministica, può essere generata da un 
sistema complesso eli relazioni (oppure non noto allo sperimentatore) e pertanto una stima a un 

tempo futuro 't effettuata da un sistema previsionale può essere affetta da etTore. Se s(t +'T) 
rappresenta una stima al tempo t + r della componente strutturale eli cui si dispongono 
osservazioni fino al tempo t si può allora scrivere: 

s (t + r) = .~(t + r) + E (t) (3.2) 

111 cui E(t) identifica l'errore commesso dal sistema preclittivo al tempo r. E(t) e' una 

componente stocastica la cui natura è differente rispetto a n(t) (additiva rispetto a questa) e 
dipende dal modello predittivo adottato. 
Il valore del segnale p al tempo t + r può allora essere scritto come: 
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p(t +T)= ,~(t+ T)+ E(t +T)+ n( t+ T) (3.3) 

A partire dalla stima di s(t+T) si può ottenere una distribuzione di p(t+r) simulando un set di 
realizzazioni di E e n al tempo (t+T), ovvero campionando mediante un generatore di numeri 
casuali dalla distribuzione della variabile aleatoria generata dalla loro somma. 
In termini operativi si procede nel seguente modo: 

l. Si determina una opportuna decomposizione del segnale di origine, p(t), in una 
componente strutturale, s( t), e una componente stocastica, n( t). La distribuzione 
empirica della componente stocastica viene utilizzata come distribuzione della variabile 
11. 

2. Si costruisce un modello predittivo M, (t+ T,B) per la componente strutturale s(t) al 

tempo t+r(AR, ARMA, Artificial Neural Network, Neuro-Genetic Models, etc .. ). 

3. Si determinano i parametri e del modello Ms(t+T,B)su un sottoinsieme delle 

osservazioni s(t) (training set) utilizzando una tecnica eli crossvalidation calibrata su un 
insieme disgiunto (valiclation set). Un terzo insieme eli dati (test set) viene utilizzato per 
valutare le capacità predittive del modello previsionale adottato. Dalle stime effettuate 
sul test set si ottiene la distribuzione empirica di E. Tale distribuzione empirica viene 
adottata come modello eli distribuzione per la variabile E; 

4. Si utilizza il modello M, (t+ T,8) per ottenere una stima ,~(t+ -r) della componente 

strutturale al tempo (t+r); 

5. Si costruisce la distribuzione della variabile k = E + n utilizzando le distribuzioni 
empiriche di E(t) e r(t); 

6. Si effettua un numero elevato di campionamenti dalla distribuzione di k le cui 

-, 
l. 

realizzazioni sommate alla stima ,~(t+ -r) permettono di ottenere una simulazione 

della distribuzione eli p(t +'T); 

La distribuzione preclittiva eli p(t + -r) può essere utilizzata per determinare il valore 

atteso previsto e la varianza del segnale. Se il segnale è il prezzo di un titolo (o di un 
indice) finanziario tale distribuzione può essere utilizzata per determinare una 
distribuzione dei rendimenti previsti mediante la r(t +T)= log(p(t +T)) /log(p(t)) o 

una stima del VAR determinando la soglia al 5% (o all'l%) della distribuzione dei 
rendimenti. 

L'approccio descritto precedentemente viene denominato da ora in poi Wavelet Simulation 
(WS). 
Nel caso, oggetto eli questo lavoro, dell'utilizzo della Wavelet Simulation per l'allocazione eli 
portafoglio è necessario sviluppare una metoclologia multivariata. Questa segue in maniera 
diretta da quanto discusso sopra in cui si sostituisce una matrice eli segnali p(t) al singolo vettore 
p{t). La Wavelet Decomposition avviene nello spazio n-dimensionale della matrice p(t) e la 
varianza delle componenti stocastiche viene sostituita dalla matrice di covarianza tra le n 
componenti. Una prima analisi della metodologia mette subito in evidenza alcune difficoltà sia 
concettuali che operati ve. 

Distribuzione delle componenti stocastiche 
Un modello per la distribuzione delle componenti stocastiche, E e n, deve tenere conto sia della 
distribuzione storica che della dipendenza dal tempo della varianza (eteroschedaschicità) 
cercando di bilanciare gli effetti storici con quelli di corto-medio periodo. Se per il termine E si 
può ragionevolmente pensare a una distribuzione normale omoschedastica in quanto dipende 
dalla metodologia previsionale adottata, il termine n invece presenta una eteroscheclasticità 
abbastanza pronunciata (vedi figura 3). Inoltre le due componenti non è detto che siano 
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indipendenti. Per il Mibtel il coefficiente di correlazione lineare tra i due termini stocastici, 
nell'ambito di semplice modello predittivo di tipo AR(l), e' positivo (se la volatilità aumenta 
allora diminuisce la capacità predittiva) ma quasi trascurabile (pari a 0.022). Del resto la 
correlazione tra i due termini dipende_molto dal modello predittivo adottato. Infine se la 
distribuzione della componente stocastica presenta delle irregolarità è necessario ricorrere a 
delle tecniche di campionamento computer-intensive tipo simulazione MonteCarlo. Tuttavia, si 
può ragionevolmente pensare che le due componenti stocastiche seguano una distribuzione 
normale sebbene a varianza dipendente dal tempo e con un certo grado di correlazione. Si pone 
allora il problema di stimare anche la varianza condizionale delle due distribuzioni. Ciò può 
essere fatto, per esempio, mediante un modello GARCH. In questa lavoro si e' volutamente 
seguito un percorso alternativo con l'obiettivo di focalizzare l'attenzione sulla valutazione delle 
potenzialità della metodologia agendo entro un ambito di forti approssimazioni. 
Successivamente si potranno introdurre livelli di raffinatezza superiore che non potranno che 
migliorare le performance predittive. 
La prima approssimazione riguarda un tentativo di eliminare, o perlomeno ridurre, il contributo 
eteroschedastico della componente aleatoria ottenuta dalla Wavelet Decomposition dividendo 
per il con~ispondente valore della componente strutturale. In questo caso il rumore viene trattato 
nei termini di rumore relativo e l'equazione (2.3) diventa: 

n(t) _ 
p(t)=s(t)+-s(t) =s(t)+n(t)s(t) (3.4) 

s(t) 

L'ipotesi che SI pone a questo punto è che ii(t) segua una distribuzione normale 

umoschedastica, ossia ii (t) - N (0, a r), in cui la varianza e' ottenuta dalla distribuzione 

storica. La riduzione della eteroschedasticità, nel caso del Mibtel, è mostrata in figura 26 e 27 in 
cui sono messi a confronto i norm-plot e lo scatterplot sia per il rumore, n( t), che per il rumore 
relativo r(t). La stessa indicazione viene fornita dal test di normalità di Kolmogorov che passa 

da 0.099 a 0.021 mentre la soglia per la significatività al 95% e' di 0.031. 
Errore re-lativo 
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Figura 26: confronto tra lo scattcr-plot dell'errore relativo in alto e dell'errore in termini assoluti in basso. 
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Figura 27: confronto tra il norm-plot dell'errore relativo a sinistra e dell'errore in termini assoluti a destra. 

Una distribuzione del segnale al tempo (t + r), a partire da una stima della componente 
strutturale a t+ r note le osservazioni sino al tempo t, si ottiene dalla: 

p(t+T) =s(t+T)+n(t+T)s(t+T) 

=.~(t+ T)+ E(t +T)+ n (t+ T)(s (t+ T)+ E (t+ T)) 
(3.5) 

Può essere ragionevole supporre che la parte casuale, E, associata alla stima della componente 

l . d. .b . l E- N(O,C5.) T l . . ' ., d.b.l struttura e, s1a 1stn mta norma mente E · • a e 1potes1 e tanto pm atten 1 1 e 
quanto migliore è il modello previsivo adottato e comunque da esso dipende. Per riassumere, il 
quadro delle approssimazioni entro cui viene implementata e testata la Wavelet Simulation è il 
seguente: 

l. il rumore associato alla Wavelet Decomposition assume una distribuzione normale 
eteroschedastica ma il rumore relativo assume una distribuzione normale 
omoschedastica; 

'ì il termine di errore associato al modello predittivo adottato assume una distribuzione 
normale omoschedastica; 

3. le due sorgenti di mmore sono indipendenti. 
Tutte e tre sono delle approssimazioni piuttosto importanti e se ne dovrà tenere conto in fase di 
consuntivo sulle potenzialità dello stmmento. In particolare la seconda prevede una 
caratterizzazione profonda dello schema predittivo. Un modello troppo semplificato tenderà a 
introdurre dei forti elementi di distorsione. Infatti, seppure depurato dalle componenti a 
frequenza medio-alta, il segnale s(t) può presentare degli elementi di complessità legati alla 
struttura del fenomeno da cui si origina. Tale e' il caso dei segnali finanziari. Le variabili e le 
relazioni che influenzano il valore di un titolo o di un indice non sono generalmente note a 
priori e generalmente assumono degli andamenti dipendenti dal tempo. Lo schema predittivo 
deve pertanto tenere conto di tale complessità. 
In questa lavoro si è però scelto un modello predittivo molto semplificato con l'obiettivo di 
mettere in evidenza le potenzialità di un filtraggio basato sulle Wavelet. Tutte le stime previsive 
sono quindi ottenute entro un semplice modello autoregressivo di tipo AR. L'affinamento del 
sistema predittivo entro classi di modelli neuro-genetici viene lasciato ad una fase di sviluppo 
della metodologia. 
Un altro elemento delicato della Wavelet Simulation riguarda gli effetti di bordo (descritti nel 
paragrafo successivo) e l'efficacia della Wavelet Decomposition. Tanto migliore è il trattamento 
del bordo e la decomposizione tanto più le ipotesi poste risulteranno vere e lo schema predittivo 
efficace.Una prima immediata applicazione della Wavelet Simulation può essere la 
determinazione del V AR (Value at Risk) su un singolo titolo (o indice). Se vengono simulate 
l 0.000 realizzazioni dei fattori di rischio sommate alla stima al tempo futuro della componente 
strutturale, una indicazione del VAR al 95%, in termini di rendimento, è data dal 501 elemento 
della serie ordinata dei rendimenti simulati (vedi figura 28). 
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Figura 28: applicazione della WS al calcolo del Var al 9Yk. 

Nel caso dell'indice Mibtel sono stati simulati ex-ante tutti i valori del V AR a l giorno rispetto 
al prezzo di chiusura dall'agosto 1998 al maggio 1999. I risultati ottenuti mettono in evidenza 
che su 200 osservazioni solo nel 2% percento dei casi le osservazioni sperimentali dei 
rendimenti sforano il valore previsto del V AR contro il S'le stimato. Questa e' una indicazione 
della bontà dell'approccio pur entro il quadro di forli apprv..,.,imazioni adottate. Avendo a 
disposizione la distribuzione dei rendimenti previsti si può pensare di riutilizzare la tecnica di 
allocazione di un portafoglio azionario basata sui rendimenti e varianze storiche, modello di 
Markowitz, adottando però le distribuzioni previste dei rendimenti dei singoli titoli piuttosto che 
quelle storiche. 
Anche in questo caso piuttosto che costruire una metodologia multi variata che costringerebbe a 
un campionamento da distribuzioni multivariate è stato scelto un approccio semplificato basato 
sulle distribuzioni storiche. In pratica piuttosto che considerare un vettore di 20 elementi 
(numero di titoli utilizzati) e affrontare l'onere di una Wavelet Decomposition in uno spazio 
multivariato si è preferito lavorare in ambito univariato, titolo per titolo, per quanto riguarda la 
distribuzione dei rendimenti da cui determinare il valore atteso del rendimento a t+1 e utilizzare 
i dati storici per ottenere la matrice di covarianza tra le diverse distribuzioni. In questo caso 
diventa cruciale la scelta delle dimensioni del campione su cui determinare la matrice di 
covananza. 

3.2 - Il problema 

L'obiettivo del lavoro è quello di implementare un sistema automatico per guidare 
l'ottimizzazione eli un portafoglio azionario. Ci poniamo nell'ottica di un gestore di fondi che 
può quindi operare in modo veloce, professionale e con minori costi di transazione rispetto ad 
un singolo investitore. L'operatore dovrà cercare eli ottimizzare il portafoglio bilanciando 
rendimento e rischio, in modo da ottenere una buona performance. L'orizzonte temporale su cui 
viene calibrato l'investimento è un anno con monitoraggi periodici ogni mese in cui valutiamo 
eventuali modifiche della composizione. Al!a fine del periodo il capitale venà ritirato uscendo 
dali' investimento. 
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Figura 29: descrizione del problema. Sull'asse temporale sono rappresentati i dodici mesi. 
L'investimento è calibrato sulla durata di un anno con monitoraggi mensili. 

Useremo sia una tecnica di ottimizzazione classica basata sulla distribuzione storica dei 
rendimenti utilizzando il modello Media-Varianza di Markowitz sia la Wavelet Simulation. 
L' ottimizzazione classica serve solamente da confronto con la Wavelet Simulation. Entrambe le 
tecniche scelgono il portafoglio che meglio soddisfa la funzione di utilità e la predisposizione 
rispetto al rischio 

Scelta delle attività su cui investire 
Le attività su cui possiamo investire sono azioni quotate alla Borsa Valori di Milano. L'idea, 
infatti. è di simulare l'attività di gestione di un Fondo Azionario Italiano. Tra tutti i titoli quotati 
a Piazza Affari ne abbiamo selezionati 20: 

l. Alitalia 
2. Alleanza 
3. Banca di Roma 
4. Banca Fideuram 
5. Banca Intesa 
6. Banca Lombarda 
7. Banca Popolare di Brescia 
8. Benetton 
9. Comit 
IO. Fiat 

I motivi della scelta sono i seguenti: 
r Nelle simulazioni sono stati utilizzati 

3 I l I 2/99. Si sono dovuti scartare tutti 
successi va. 

I l. Finmeccanica 
12. Generali 
13. Italgas 
14. Mediobanca 
I 5. Montedison 
I 6. Olivetti 
17. Pirelli S.p.a. 
I8. Ras 
I 9. Telecom Italia 
20. Unicredito Italiano 

dati storici a partire dal l Il /1992 fino al 
titoli la cui rilevazione è iniziata in epoca 

r Sono stati scelti i titoli a maggiore capitalizzazione di Borsa in modo da costruire un 
paniere omogeneo di titoli simile al Mib30 (che non era possibile utilizzare in quanto 
alcuni titoli che lo compongono avevano serie storiche troppo brevi). 

r L'utilizzo di solo 20 tra i titoli più importanti consente una più rapida elaborazione dei 
dati, permettendo ugualmente di simulare in modo realistico la gestione del portafoglio 
di un operatore professionale. 

Vincoli nella composizione dei portafogli. 
Il calcolo della frontiera efficiente e dei portafogli che la compongono è sottoposta ad alcuni 
vincoli: 

I) valore minimo investito in ciascuna azione= O 
2) valore massimo investi bile in una singola azione= 0.5 



3) valore da investire= l 
l) Si specifica che il gestore non è obbligato ad investire un ammontare minimo anche nei titoli 
che non ritiene appetibili. Siamo quindi in piena libertà di scelta e l'algoritmo è libero di 
scartare i titoli che non soddisfano i suoi criteri di ottimizzazione. 
2) Si limita l'investimento massimo in un singolo titolo al 50% del totale del valore del 
portafoglio. Questo impedisce che una concentrazione eccessiva del capitale su una sola azione, 
anche se molto più appetibile delle altre (situazione che si è verificata durante i test prima di 
introdurre tale vincolo). Si è voluto evitare che una scarsa diversificazione legasse le sorti del 
portafoglio alle fluttuazioni di un solo titolo 
3) Stabilisce che in ogni periodo dobbiamo investire nelle azioni l 'intera somma a disposizione. 
Non è possibile comporre portafogli che utilizzino solo una parte di questo capitale o che 
richiedano di prendere a prestito altre somme. Bisognerà sempre investire nelle azioni tutto il 
capitale disponibile a quel dato momento. 

Criteri di scelta del portafoglio ottimale 
Ottenuta la frontiera efficiente in base ai vincoli, è necessario scegliere uno dei portafogli che la 
compongono. Questi portafogli sono "efficienti" e quindi non dominati. Nessuno di questi è in 
assoluto rlùgliore, la scelta dipende dalla funzione di utilità dell'investitore (in questo caso il 
gestore) e dalla sua avversione al rischio. Un investitore avverso al rischio tenderà ad accettare 
portafogli con un rendimento non eccellente pur di aver un rischio più contenuto. Uno più 
spregiudicato invece effettuerà la scelta opposta: prospettiva di un elevato guadagno con un 
rischio maggiore [CAN91 ]. 
=)urante le simulazioni abbiamo testata diversi criteri di scelta, ognuno dei quali rappresenta un 
differente profilo di investitore: 
ReR (Rendimento/Rischio): con questo criterio scegliamo il portafoglio che massimizza il 
rapporto tra valore atteso e varianza. Questo criterio presuppone una neutralità dell'investitore 
rispetto al rischio evidenziando ottimi risultati nelle simulazioni. 
Utilità: il portafoglio ottimale sarà quello che massimizza la nostra funzione di utilità definita 
come: 

U = E(r) -0.005 *A* var (3.6) 

dove: 
U =valore de li 'utilità. Il portafolgio ottima! e sarà quello con il valore di utilità maggiore. 
E( r) = rendi mento atteso del portafoglio 
A = indice di avversione al rischio 
\'Or= varianza del portafoglio 
L'indice di avversione al rischio A può avere valori compresi nell'intervallo da 2 a 4, dove un 
valore alto rappresenta una minore tolleranza al rischio. Agendo su questo coefficiente è 
possibile adattare il criterio alla predisposizione al rischio del gestore. Nelle simulazioni il 
parametro ha valore 3. 
Value at Risk: all'interno della frontiera efficiente verrà scelto il portafoglio con il minor VaR 
(valore a rischio). Questo criterio descrive un comportamento molto prudente che rispecchia una 
spiccata avversione al rischio in quanto tra tutti i portafogli non dominati viene scelto quello che 
garantisce perdite inferiori [BES89] [DOW89] [JOR97] [MOR96] [PED99]. 

Monitoraggio mensile 
Ogni mese ricostruiamo la frontiera efficiente e il portafoglio ottimale in base al criterio 
utilizzato. Calcoliamo anche il rendimento atteso e il rischio del portafoglio che stiamo 
detenendo (che presumibilmente non sarà più sulla frontiera efficiente e quindi non più ottimale 
in base al criterio). 
A questo punto dobbiamo contì·ontare le due ipotesi. Può accadere, infatti, che il nuovo 
portafoglio ottimale (che è appunto considerato migliore di quello vecchio), sotto il peso delle 
commissioni necessarie per passare da una posizione all'altra (fissate allo 0.02%), non sia la 
scelta più conveniente per il gestore. I casi che si possono verificare sono: 



l) Il nuovo portafoglio ottimale rimane comunque il migliore anche dopo il calcolo delle 
commissioni. In questo caso procederemo alla revisione del portafoglio per passare alla nuova 
composizione. 
2) II vecchio portafoglio rimane preferibile in quanto le spese di commissione necessarie per 
cambiare la composizione del portafoglio sono superiori al vantaggio che si otterrebbe con la 
nuova composizione. 
E' possibile che in periodi non particolarmente buoni per il mercato borsistico le nostre 
previsioni sul rendimento futuro siano negative. Questo significa che anche i portafogli migliori 
porterebbero ad un rendimento negativo. Se fossimo costretti ad investire comunque, potremmo 
solamente cercare di minimizzare la perdita. Per evitare che questo succeda abbiamo inserito 
nell'algoritmo la possibilità di uscire temporaneamente dal mercato azionario quando si 
verificano queste ipotesi. Al successivo periodo di revisione si valuterà se rimanere ancora fuori 
(nel caso si prevedano ancora rendimenti negativi) o rientrare con un nuovo portafoglio. 

3.3 - Decomposizione dei singoli titoli 

Come detto precedentemente, il primo passo di questa metodologia consiste nello scomporre 
singolarmente ognuno dei titoli in approssimazione e dettaglio (noise). Per ogni titolo, il primo 
grafico rappresenta la serie storica dei prezzi ufficiali dal l /111992 al 13/5/1999 confrontata con 
l'approssimazione di livello 5 generata dalla decomposizione. Il secondo grafico evidenzia 
invece gli errori relativi permettendo di individuarne l'eteroschedasticità. 
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Test di normalità 
Una delle approssimazioni del modello descritte nel paragrafo precedente è l'ipotesi di 
norma! ità delle componenti stocastiche. Per verificare questa ÌjJv,esi dobbiamo effettuare il test 
di Kolmogorof per verificare la normalità degli errori ottenuti dalla Wavelet Decomposition sia 
in termini assoluti che in termini relativi. Dalla tabella l risalta la netta differenza dei valori del 
test di Kolmogorof su li' errore assoluto e su li' errore re lati v o (che si ipotizza segua una 
distribuzione normale omoschedastica). Nella tabella sono riportati i risultati del test sugli errori 
relativi ottenuti da una decomposizione a livello 5 con la Coif3 (lo stesso tipo di analisi 
effettuata nei grafici delle pagine precedenti. Un risultato inferiore allo 0.031 (soglia al 95% di 
significatività) caratterizza una distribuzione normale. Evidenziati abbiamo i valori che 
superano nettamente la soglia. 

25 



Test di Kohnouorof 

Titoli utilizzati EITore relativo EITore assoluto 

P,.LITALIA 0,0879 0,1861 

AlLEANZA 0,0317 0,0643 

BANCA DI ROlvl:A 0,0345 O,OS17 

BAlJCA FIDEUF..P.J.Ii 0,0367 0,1334 

BANCA ll\JTESA 0,0.'>14 (1,1368 

:E. AN C: A LC)}.,'l:BA.FDA 0,0745 0,1493 

BANCA POP DI BF.ESCL/l,. 0,0792 0,234-1 

BENETTON 0,0189 0,0560 

COMIT 0,0267 0,1020 

FLil,.T 0_,0211 0,0383 

ffi\J}. .. 'I:ECC:AlJICA 0,1}'~20 0,0633 

(3 ENEP.J<,.l.I f)_,0262 ti/ki53 

ITAIGA') 0_,0159 fl,(H94 

}.,m.DIO:LA .. NC~.A 0_,0268 O/ì911 

l-1iOlJTEDISON 0,0173 0,0356 

OLI\7E.TTI 0,0336 0,07'74 

PIRELLI SPA 0_,0260 0,0946 

F~~s 0_,0229 !),0417 

TELEC:OM IT_A..Lm l)_, O 116 0,1!)69 

UNICF.EDITO ITP...LIANO 0,0217 (),1.399 

l .. Ebtel 1)_,0172 0,0635 

Tabella l: test di Kolmogorof su errore assoluto ed errore relativo. 

Inoltre verifichiamo l'ipotesi anche in modo visivo con i norm-plot e gli scatter-plot degli errori 
relativi di ogni titolo (con gli stessi dati usati nel test di Kolmogorof). Più la distribuzione degli 
errori è normale e più sarà concentrata vicino alla linea (come ad esempio per il titolo 
Benetton). Una dispersione degli errori molto all'esterno della linea rappresentante la normalità 
indica che per quel determinato titolo non possiamo supporre una distribuzione normale degli 
errori (uno dei quali è Banca Popolare di Brescia). 
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Figura 30: scatter-plot e norm-plot degli errori relativi ed assoluti del titolo Benetton. 
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Figura 31: scatter-plot e norm-plot degli errori relativi ed assoluti del titolo Banca Popolare di Brescia. 

3.4 - Trattare le distorsioni sul bordo 

Uno dei punti focali per ottenere buone previsioni dal modello descritto, è la corretta 
approssimazione, da parte della Wavelet, dell'ultima parte della serie storica, in modo da 
poterne intuire l'andamento futuro. Vediamo in dettaglio le tecniche utilizzabili per tentare di 
mitigare questo tipo di distorsioni. Normalmente la DWT (Discrete Wavelet Transform) è 
definita per serie che hanno una lunghezza pari ad una potenza di due e sono necessarie varie 
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tecniche per estendere il campione. Questi metodi includono zero-padding, estensione periodica 
e replicazione dei valori vicini al bordo (simmetrizzazione). L'algoritmo base per la DWT non è 
limitato ad una lunghezza diadica ed è basato su un semplice schema: convoluzione e 
downsampling. Solitamente quando viene effettuata una convoluzione su un segnale di 
lunghezza finita, emergono problemi di distorsione sul bordo. Esaminiamo in dettaglio le 
modalità di estensione del segnale. Per limitare le distorsioni sul bordo, il bordo del segnale 
deve essere trattato in modo differente. Varie tecniche sono disponibili per trattare lo sviluppo 
in Wavelet su di un intervallo finito. Queste interessanti costmzioni sono valide in teoria ma 
non pienamente soddisfacenti dal punto di vista pratico. Spesso si preferisce usare schemi 
semplici basati sul!' estensione del segnale oltre il bordo. 
Questo implica l'elaborazione di alcuni coefficienti aggiuntivi ad ogni stadio della 
decomposizione in modo da garantire una perfetta ricostmzione del segnale. I dettagli di tali 
tecniche possono essere approfonditi in [STR96]. I metodi di estensione del segnale a nostra 
disposizione sono: 
Zero-padcling: questa è l'impostazione predefinita e suppone che il segnale sia costituito da zeri 
all'esterno del supporto originario. Lo svantaggio di questo metodo è che vengono create 
artificialmente delle discontinuità sul bordo. 
Symmetrization: Questo metodo assume che il segnale o l'immagine può essere recuperata 
al!' esterno del supporto originario grazie alla replicazione dei valori eli bordo. 
In questo modo però vengono create artificialmente discontinuità nella derivata prima sul bordo. 
Questo metodo solitamente garantisce buoni risultati con le immagini. 
Smooth-paclding: assume che il segnale o l'immagine oltre il bordo può essere recuperata 
dall'estrapolazione delle derivate del primo ordine. Funziona bene su segnali dalle forme 
arrotondate. 
Periodic-paclcling: Questo metodo assume che il segnale o l'immagine può essere recuperata 
all'esterno del supporto originario grazie alla estensione periodica del bordo. 
Ognuna di queste tecniche produce risultati molto diversi in termini di approssimazione della 
parte finale del segnale. Escludendo la modalità zero-padding non idonea al caso trattato, le 
altre opzioni sono state testate sui titoli utilizzati. La Symmetrization ha mostrato una maggiore 
capacità di cogliere il reale andamento futuro dei titoli. Molto importanti sono anche 
un'accurata scelta della Wavelet e del livello di decomposizione. 

3.5 - Confronto sul 1999 

Il modello è stato applicato all'anno 1999 per poter confrontarne la performance con quella 
della simulazione classica e dei gestori di fondi azionari italiani. In tabella 2 sono riportati i 
risultati delle simulazioni effettuate con 4 differenti tipi di decomposizione. 

l\-'120 C oif5 -li"-4 Db5-liv5 Db5-li"'4 Db7-liv4 

1 2 :::.1 4 3 (~~~) :2(1_, 76(~1.) (10_,28'~l:r 43_,26(/0 40.,17% 

2 28_,01'~/~ 30_,51·~{. 58_,soc:.{. 58_,65c: .. ·::, 44_,32°l· 

3 25_,71c:l:r ~~ 1_,09c:l:r 42_,83c;{:, 4:3·_,12'~/;) 37_,54~{. 

4 2 ·:) _, 7 5 ·~··:~. 2(1_,8 4(~··0 37_,09c;;:, 42_,45c:.{:r 28_,94°/:r 

5 ~~9_,27c:.{, 38_,soc:l:r 39_,04~.··0 :. 1 .• 9 1 ·~ .. ~~. 44.,81% 

6 :3·(1_,69~/~ 36_,88~l:r 59_,12c:.{, 53_,73c:l) 47J78°ll 
'"l 43~_,47(: . ..::1 4 7 ~ 76 1

~·{1 56~4l'~l) 631) 79(:,.{) 62~87°;0 J 

f\.Iedi~l. 31,62~··::. 32,66% 50,4 7'=:.;,. 48,13-=:.·~. 43,78% 

Tabella 2: risultati delle simulazioni sull'anno 1999. 

I risultati migliori sono quelli della Db5 livello 4 (48, 13%) e della Db5 livello 4 (50,47%). I 
rendimenti di queste due simulazioni si posizionano poco al di sotto di quello ottenuto con la 
simulazione classica (54,42%) e largamente al di sopra della media dei fondi Azionari Italiani 



(28,38%). Nella figura 32 possiamo vedere la distribuzione dei rendimenti dei Fondi Azionari 
italiani. 

DISTRIBUZIONE DELLE PERFORMACE DEl FONDI AZIONARI ITALIANI PER IL 1999 

70 

l----15442%1----------------------------------------------
501----------------------------------------------------------------------~ 

40+----------------------------------------------------------------~~ 

] 
Figura 32 : il grafico mostra la distribuzione della performance dei fnndi azionari italiani. La linea nera 
(2X.38(7r) ne indica la media e quella tratteggiata indica la media delle nostre simulazioni come spiegato 
in dettaglio nelle pagine a seguire. 
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Figura 33: Confronto visivo delle performance delle due simulazioni con l'indicatore M20 e i gestori di 
fondi azionari italiani. 

Acl una prima occhiata i risultati delle simulazioni con le Wavelet potrebbero sembrare poco 
interessanti in quanto ottengono un rendimento inferiore a quello della simulazione classica. Se 
scendiamo ad analizzare in dettaglio l'andamento del valore del portafoglio durante il 1999 
scopriamo che i risultati sono notevoli e promettenti. La tabella 3 mostra l'andamento sui 12 
mesi della simulazione classica e della Wavelet Simulation. Durante tutto il periodo il valore del 
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portafoglio Wavelet è sempre superiore a quello classico. Il sorpasso avviene solamente nel 
mese di dicembre. 

Valore del portafol!fio 

Periodo Classica \~'avelet 

o 100 100 
1 100 101 
2 101 111 
3 105 116 
4 114 113 
5 109 123 
6 114 1:2'5 

7 1()1 109 
8 103 116 
9 103 1h1 
10 103 111 

11 113 119 
12 163 l!)l:} 

Tabella 3: andamento del valore dei portafogli sui dodici mesi. 
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Figura 34: confronto tra l'andamento della simulazione classica (sotto) e di quella Wavelet (sopra). 
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Il sorpasso è dovuto ad una scelta più conservativa della Wavelet Simulation che ha attuato una 
maggiore diversificazione rispetto alla simulazione classica (che nell'ultimo mese ha investito 
quasi il 50% del capitale nella Banca Popolare di Brescia). Questo dimostra che in condizioni 
normali del mercato azionari la Wavelet Simulation è in grado di cogliere maggiormente le 
opportunità di guadagno, con investimenti più oculati come si può intuire dai pesi utilizzati nella 
composizione dei due portafogli. 

Titoli Utilizzati 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
ALITALIA 5,00% 2,46% 5,92% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 3,86% 10,85% 
ALLEANZA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
BANCA DI ROMA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
BANCA FIDEURAM 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
BANCA INTESA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
BANCA LOMBARDA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
BANCA POP DI BRESCIA 21,43% 30,13% 44,08% 31,05% 31,05% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 47,67% 
BENETTON 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 25% 42% 28,35% 36,78% 
COMIT 5,06% 0% 0% 18,95% 18,95% 0% 0% 0% 7,65% 9,65% 3,37% 
FIAT - 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
FINMECCANICA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 1,33% 
GENERALI 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
ITALGAS 18,52% 17,41% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
MEDIO BANCA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
MONTEDISON 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
OLIVETTI 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% 0% 0% 0% 0% 
PIRELLI SPA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
RAS 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
TELECOM ITALIA 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 24,80% 0% 8,14% 0% 
UNICREDITO ITALIANO 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 

Titoli utilizzati 1 l 21 31 41 51 61 71 BI 91 10 l 11 l 
AUT ALIA 0% o es;, 0% 0'):) 0% 0% 0% 28,35% 0% 0% 0% 
ALLEANZA 0">0 o es;, 44,96% 0% 0% O% 0% 0% 0% 0% 0% 
BAtiCA DI ROMA 50,00% O'll:o 0% (l'l\:, 0% o~:s-) 0% O"~:o o~~~ O'S':o 0% 
BAIICA FIDEURAM o c~:. 0% 0% o c~:. 0% 0% O"~:o 0% 0% 0% 0% 
BAIICA ltiTESA o c~:. o·::~:. o ex:. 29,56% OS'\:~ 0~*1 0"~:. 0% 12,60% I)'S;, 0% 
BAtiCA LOMBARDA o ex:. o es:. 0% o ex:. o ex:. 0% O"~:o o ex:. o ex:. o·;l) 0"~:. 

BAIICA POP DI BRESCIA OC~) 50,00% 0% 0'}, 1,60% [1';1:. 33,46% o·;~~. 21,06% 33,98% 50,00% 
BEIIETTOII o c~:. O"~:o O"x:. 0':\:o O':X) 21,21% 0% o~:s) o~~~ 27,28% 1% 
COM Il 50,00% 50,00% 50,00% 3,93% 0% 0% o~;~) 0% 15,94% 6% 0% 
FIAT O'x:. 0% o·:-~:o o·;'(, 0% 0% 0% 0":\:o 0% 0% 38,03% 
FIIIMECCAIIICA D"s:. 0~~1 0% O~SJ 50,00% 31,95% 1:1":\:o 0% 6% B~. 0% 
GEtiERALI 0% 0% 0% O'X:o oc;o.:, 0% 0% 0% Cl% 0% 0% 
ITALGAS o·:x:. 0% 0% 16,75% 40,84% 46,84% 0% 21,66% 44,05% 0% 0% 
MEDIOBAIICA o ex:. 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
MOtiTEDISOtl D"x:. [1';1:. 0% 0% 0',1:. 0% O"Jb o·;-::o 0% D% 0% 
OLIVETTI 0% 0">:. 5,01% 50,00% 7,60% 0% 27,48% 50,00% 0% 24,00% 0% 
PIRELLI SPA o·;l:. 0',1:. 0% o·;-::o os-:. 0% 0% 0% QC}\) 0% 11,30% 
RAS 0% o ex:. O"X:, o ex:. 0',1~. 0% 0% o ex:. 0% os~) 0% 
TELECOM ITALIA 0% 0% 0% o ex, OCJ!:, 0% 16,03% 0% 0% Cl% 0% 
UtiiCREDITO ITALIAtÌO 0% o·;~~. 0% o ex:. o·:x~. o~;~~ 22,97% O"x~. 0% 0% 0% 
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10,85% 

0% 
0% 
0% 
0% 
0% 

47,67% 
36,78% 

3,37% 
0% 

1,33% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 

12 
0% 
0% 
0% 

29,03% 
0% 
0% 

20,05% 
0% 

6,30% 
26,46% 

0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 
0% 

18,36% 
0% 



4 - Conclusioni 

In questa lavoro abbiamo preso in esame una metodologia innovativa per implementare un 
sistema automatico per guidare l'ottimizzazione di un portafoglio azionario. L'algoritmo investe 
e disinveste automaticamente con cadenza mensile nell'arco di un anno, tenendo conto delle 
spese e dei rendimenti previsti. 
Nella Wavelet Simulation utilizziamo la matrice di covarianza ricavata dai dati storici e le 
distribuzioni dei rendimenti previsti per la costmzione della frontiera efficiente. Tale 
metodologia, pur utilizzando un semplice modello ARe basandosi su forti approssimazioni, ha 
ottenuto nelle simulazioni sul 1999 una performance del 50%, di poco inferiore a quella della 
simulazione classica, contro il 28,38% della media dei fondi azionari italiani che avevano a 
disposizione l'intero listino di Borsa. Con tale performance l'algoritmo si posiziona nella fascia 
alta dei gestori del risparmio. Inoltre questo risultato non rende pienamente le capacità 
predittive della Wavelet Simulation in quanto per i primi undici mesi dell'anno ha mantenuto 
livelli di rendimento notevolmente superiori a quelli della simulazione classica facendosi 
superare nel finale come conseguenza di una maggiore diversificazione del portafoglio. 
Si è volutamente adottato un modello molto semplificato per mettere in evidenza la validità del 
filtraggio basato sulle Wavelet. Operando sugli effetti di bordo e sulla corretta approssimazione 
del segnale tramite Wavelet (molto importanti sono la scelta della Wavelet e del livello di 
decomposizione), non potremo che migliorane la performance già notevole. Un possibile 
sviluppo consiste nell'utilizzo di modelli neuro-genetici già nell'approssimazione del bordo del 
segnale. 
Inoltre l'evoluzione naturale del sistema predittivo consisterà nell'utilizzo di modelli neuro
genetici in sostituzione del semplice modello ARe il passaggio ad una metodologia multi variata 
al posto di quella univariata proposta nelle simulazioni. 
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